Eine charaktertheoretische kennzeichnung von A4  by Assion, Joachim
JOURNAL OF ALGEBRA 63, 301-305 (1980) 
Eine charaktertheoretische Kennzeichnung von A, 
JOACHIM ASSION 
Department of Mathematics, University of Bielefeki, Bielefeld, Germany 
Communicated by B. Huppert 
Received July 13, 1978 
In [2] zeigte Kwok, da13 eine endliche Gruppe G dann elementar-abelsche 
Sylow-2-Untergruppen besitzt, wenn es in G ein Element g # 1 und eine 
komplexe Zahl K gibt, so da8 
x(l) - x(g) = k 
gilt fiir alle vom Hauptcharakter verschiedenen irreduziblen komplexen Charak- 
tere x von G. 
Der folgende Satz verallgemeinert ein Ergebnis von Laska [3]. 
SATZ. Sei G eine endliche Gruppe. Es gebe ein Element g in G und eine kom- 
#exe Zahl k, so da&3 
x(l) + x(g) = k 
gilt fiir alle irreduziblen Komplexen Charaktere x von G, die vom Hauptcharakter 
verschieden sind. 
Dann ist G abelsch, oder G/Z(G) ist isomorph zur A, . 
Zum Beweis des Satzes wird der folgende Hilfssatz beniitigt: 
HILFSSATZ. Sm. s = C,“-, e, , woba’ ei eine 2r-te komplexe Einheitswurzel ist 
mit ei2 :f 1 fiir alle i. Ist s E Q, so ist s = 0. 
Beweis. Sei I = {i; O(eJ maximal}, sei j E I und sei O(ej) = 2”. Setze 
t = 2+l + 1. Durch die Zuordnung ei H ejt wird ein Automorphismus (Y 
aus der Galois-Gruppe von Q(e,) iiber 69 induziert. 1st s1 = &, e, und 
s, = s - Sl , so folgt s,ol = -s, und QOL = sa , und wegen s E Q gilt 
s1 + s, = s = SOL = -s1 + s2 * 
Damit ist sr = 0. Nach endlich vielek Schritten folgt daraus s = 0. 
Sei nun G eine nicht-abelsche endliche Gruppe, g ein Element von G und k 
eine komplexe Zahl derart, daD fur dieses Tripe1 die Voraussetzungen des 
Satzes erfiillt sind. 
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Man kann g # 1 annehmen. Die Orthogonalitatsrelationen liefern dann 
(+I 0 = i xi(g) Xi(l) = 1 + k i Xi(l) - i Xi(l)” 
i=l L=2 i=l 
nach Voraussetzung. Also ist k rational. Als Summe von zwei Charakterwerten 
ist k ganz-algebraisch, und k ist eine ganze Zahl. Aus 1 xi(g)] < xi(l) folgt 
k > 0. Ware k < 2, so folgte G N Zs aus (+). 
(2) k = 2. 
Angenommen, die Behauptung ist falsch. Aus (1) folgt dann k > 3, G hat 
keine linearen Charaktere auBer dem Hauptcharakter, und G’ = G. Wegen 
g2 xi(l)’ = i xi(l) mod 2 
i=2 
folgt k = 2t aus (+). Also ist 
I G I - 2 (1 + t z2 x,(l)), 
und mit G’ = G folgt sogar 4 1 1 G I, so dal3 t = l(2) und t zu ] G ] teilerfremd 
ist. 
Sei nun U eine Untergruppe von G, und sei x der Charakter der Darstellung 
von G auf den Linksnebenklassen von .Y in G. 1st dann 
x = 1,+ f sixi 
i=2 
so folgt x(1) =x(g) =2(t). Fur / [‘I = 2 ist x(1) = [G : U] = l(t), und 
x(g) = l(t). Also ist gG die Menge der Involutionen von G, und insbesondere 
ist g ein 2-zentrales Element von G. 1st 2 # p ein Primteiler von / G 1, so wahle 
U mit 1 U 1 = p. Dann ist x(g) = 0, und aus t = l(2) und (I G /, t) = 1 folgt 
p = 1(t). 
Nach [l, Theorem 4.2.101 ist [G : @o(g)] xi(g) xi(l)-’ ganz-algebraisch, 
Wegen xi(g) = 2t - xi(l) und (I G I, t) = 1 folgt xi(l) ] 2[G : @c(g)]. Da g 
2-zentral und jeder ungerade Primteiler von 1 G 1 kongruent 1 mod t ist, mul3 
xi(l) oder $xxi(l) ungerade und kongruent 1 mod t sein. Da t ungerade ist, gibt 
es also 0 < ad E Z mit ~~(1) = 2a$ + 1 odor xi(l) = 2(2@ + 1). 
Aus (+) folgt 
g2 Xi(lW - Xi(l)) = -1, 
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und es gibt ein j # 1 mit ~~(1) < 2t. Das impliziert aj = 0, also ~~(1) < 2. 
Wre t > xj(l), so folgte xj(g) = 2t - ~~(1) > t, was 1 xi(g)] < xi(l) wider- 
sprache. Damit gilt t < ~~(1) < 2, woraus t = 1 folgt, denn t ist ungerade. 
(3) Sei D eine irreduzible Darstellung von G mit dem Charakter X. 1st 
O(D(g)) = 2’ mit r 3 2, so gilt x(1) E O(2) und ,y(g”) = x(1) - 4. 
Sei E ine primitive 2r-te komplexe Einheitswurzel. Sei n(i) die Vielfachheit 
des Eigenwerts ci von D(g). Aus (1) und dem Hilfssatz folgt Spur(D(g)) = 
--n(2’-‘) + n(2’). 
Nach (2) ist Spur(D(g)) = 2 - x(1). F erner ist die Summe der n(i) gleich 
x(1). Daher folgt 
Nach Voraussetzung ist Y > 2. Daher gibt es ein i # 2’, 2r-1 mit n(i) # 0. 
Also ist n(2r) = 0 und n(2+l) = x(l) - 2. 
Aus g E G’ folgt 1 = Det(D(g)) = c(--c)(- 1)x(l)-*, und E* = - 1. Also ist 
x(1) = O(2) und Y = 2, woraus schlieBlich noch x(g*) = x(l) - 4 folgt. 
Bem’chnungen. Sei 
a = # linearer Charaktere von G, 
b = # irreduzibler Charaktere von G vom Grad 2, 
c = # irreduzibler Charaktere von G vom Grad 3, 
% ,.**, n,: Grade der irreduziblen Charaktere von G 
vom Grad grader als 3, 
d& und a = i ni2. 
2=1 i-l 
(4) I G I = 2(a + 26 + 3c + d), I C,(g)1 = 2(a - c - d + 2t), d = a - 
3c + 2d. 
Das folgt aus (2) und den Orthogonalitatsrelationen. 
(5) l-G : @r&l1 2 3. 
Wire g in Z(G), so folgte b + 2c + d = t aus (4), und G ware abelsch. 
Angenommen, [G : @o(g)] = 2. Aus (4) folgt dann a + 4t = 2b + 5c + 3d, 
so daI3 j G 1 = 4(a + 2t - c - d). Damit ist 
IG’, =+4(1- d+ca-2t) (4, 
und wegen [G : @c(g)] = 2 hat G’ = (g) die Ordnung 3. 
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Sei h E G mit gh = g-l. Sind cr und ca aus CG(g), so ist h mit [ccl , ca] ver- 
tauschbar. Also ist @o(G) abelsch. Fiir z E @o(G) ist zG’ n C,(h) f O. 
Daher ist Co(G) = G’ x Z(G), und G/Z(G) N za . Die Voraussetzungen des 
Satzes vererben sich jedoch auf Faktorgruppen, aber C, erfiillt diese nicht. 
(6) 1st b = 0, so ist t = 0 und G/Z(G) N A, . 
Nach (4) gilt 
a - c - d + 2t 1 a + 3c + d = (a - c - d + 2t) + 2(2c + d - t), 
und wegen (5) folgt daraus a + 3t - 3c - 2d < 0. Daher ist 
4t < -f (ni - 2)’ = d - 4d + 4t = a-3c-2d+4t <t. 
i=l 
Also ist t = 0, und aus (4) folgt a = 3c und 1 G 1 = 12~. Damit ist ] G’ 1 = 4, 
und aus (5) folgt, da8 G’ elementar-abelsch ist. Wie unter (5) folgt G/Z(G) E A, 
oder G/Z(G) N ,& , aber & erfiillt nicht die Voraussetzungen des Satzes. 
(7) 1st b # 0, so ist G/Z(G) N A, . 
Nach (2) ist xi(g) = xi( 1) mod 2 fur alle i, und nach [l, Theorem 4.7.51 ist 
g ein 2-Element. 1st x ein irreduzibler Charakter von G vom Grad 2, so folgt 
x(g) = 0 nach (2). Wegen g E G’ folgt daraus O(g) > 4. 
Sei xi(l) > 4. Sei Di eine zu xi gehiirige Darstellung von G. Dann erfiillt 
(D<(G), D,(g)) die Voraussetzungen des Satzes. Ware O(D,(g)) < 2, so be&e 
also Di(G) keine irreduzible Darstellung vom Grad 2, und aus (6) folgte, da0 
dann Di(G) keine irreduziblen Darstellungen vom Grad xi(l) hatte. Damit ist 
4 I W,(g)). 
Nun liefern die Orthogonalitltsrelationen 
g1 X<(l) xi(g) = 0 = $r Xi(P) xi(g)v 
und mit (3) folgt: 
0 = a - 3c + 2d - d, 
O=a-3c+6d-d-St, 
also 0 = 4d - St, was t = 0 = d = d und a = 3~ imphiert. Aus 
g1 Xi(l) Xik”) = 0 
folgt jetzt 0 = a - 46 I 9c, so dab 3c = b, und aus 1 G 1 = 24~ folgt 1 G’ / = 8. 
Wegen 6 A 0 ist G’ N 0, , und G/Z(G) E A,. 
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Aus (6) und (7) folgt nun die Behauptung des Satzes. 
Herrn Dr. Willems m&hte ich fiir zahlreiche Verbesserungsvorschl5ge 
danken. 
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